
PNI problema 1

a) Dalle equazioni delle circonferenze disegnate in �gura si ricava l'espressione analitica della funzione g:

g(x) =

{ √
4− x2 per − 2 ≤ x ≤ 2

−
√
−x2 + 6x− 8 per2 < x < 4√
−x2 + 9x− 20 per4 ≤ x ≤ 5

La funzione g non è derivabile in x = −2 (derivata destra),

x = 2, x = 4, x = 5 (derivata sinistra) nel senso che in tali punti la derivata è in�nita come si vede in �gura (e
come si può facilmente veri�care con i calcoli).

b) Una condizione su�ciente perché f presenti un estremante relativo è che nei punti in questione risulti
f ′ = 0 e f ′′ 6= 0 (ovvero g = 0 e g′ 6= 0). Allora, nell'intervallo aperto in questione la funzione f presenta un
massimo in x = 2 e un minimo in x = 4.

c) f(4) =
∫ 4

−2 g(t)dt =
∫ 2

−2 g(t)dt +
∫ 4

2
g(t)dt dove il valore dei due integrali si calcola grazie a elementari

formule della geometria (area di semicerchi), tenendo presente che la seconda �area�è negativa. In conclusione
risulta f(4) = 3π

2 .

f(1) =
∫ 1

−2 g(t)dt =
∫ 0

−2 g(t)dt+
∫ 1

0
g(t)dt dove il primo integrale si calcola sempre ricorrendo all'area di un

quarto di circonferenza mentre per il secondo si può ricorrere al metodo di sostituzione ponendo t = 2 sinu. In

conclusione, risulta f(1) = 4π
3 +

√
3
2 .

d) Risultando f ′ = g, i punti che annullano la derivata seconda di f sono quelli che annullano la derivata
prima di g: x = 0, x = 3, x = 9

2 . Dal signi�cato geometrico dell'integrale e dall'osservazione che la seconda
circonferenze (quella �negativa�di centro (3,0)) è più piccola di quella di centro (0,0), si deduce che la funzione
f risulta sempre non negativa. Per disegnare un gra�co qualitativo di f , osserviamo (ad esempio in relazione
al primo intervallo di estremi x = −2 e x = 0) che le condizioni g ≥ 0 e g′ ≥ 0 si traducono in f ′ ≥ 0
e f ′′ ≥ 0: la funzione f risulta crescente e convessa. Analogamente si ragiona per i successivi intervalli.
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