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o sviluppo e la rapida diffusione dei sof-
tware di Geometria dinamica hanno da-
to un nuovo impulso a un vecchio dibatti-
to di natura epistemologica sul ruolo del-
la Geometria elementare nella formazione
dei docenti e nell'insegnamento superio-
re. In particolare ci riferiamo, per quanto
riguarda I'Italia, agli interventi di Benedetto Scimemi alla
fine degli anni Novanta e di Renato Betti qualche anno fa,
che si sono soffermati sull'importanza didattica della Geo-
metria del triangolo e delle sue generalizzazioni.
Gia nel 1981, il matematico russo Isaak Yaglom aveva
percepito la necessita di una nuova definizione di Geo-
metria elementare anche in relazione alle novita derivanti
dall'uso dei computer, seppur il suo intervento fosse stato
precedente alla creazione di software per la Geometria di-
namica. Secondo Yaglom, durante il XX secolo si & manife-
stato un declino dell'importanza della Geometria elemen-
tare a seguito dell'uso crescente, anche a fini didattici,
dell' Algebra lineare, seguendo Dieudonné, 1'avvento del
movimento bourbakista e in generale 1" “algebrizzazione”
della Geometria. Yaglom in primo luogo si & chiesto quale
sia il ruolo della Geometria nella seconda meta del Nove-
cento. Non si puo fare a meno infatti di parlare di Geome-



trie finite, Geometrie che consistono solo di un numero fi-
nito di elementi, come punti e rette, considerate pit come
un “gioco geometrico” che per il loro valore intrinseco. In-
vece Yaglom non si € limitato a teorizzare il significato di
“Geometria elementare” ma ha proposto come esempio un
percorso che a nostro avviso si presta assai bene a un uso
laboratoriale e a un’intensa applicazione dei metodi della
Geometria dinamica. Si tratta del cosiddetto “punto di Clif-
ford” e delle problematiche ad esso legate. Senza entrare
nel dibattito generale, ma con un riferimento implicito ad
esso, abbiamo scelto di prendere spunto da questa propo-
sta, presentando un itinerario laboratoriale che si sviluppa
da alcuni problemi classici relativi alla retta di Simson-
Wallace e alle sue generalizzazioni, nonché al punto di
Miquel-Clifford e al cerchio di Feuerbach. Didatticamente
interessante ci sembra lo stretto legame esistente tra la
retta di Simson-Wallace e le ipocicloidi. Riteniamo che
questi possano essere esempi di una Geometria elemen-
tare, nel senso che non richiede particolari requisiti, ma
certamente non banale e quindi particolarmente indicata
anche per la formazione dei docenti.

La retta di Simson-Wallace e le sue generalizzazioni.

Dato un triangolo iscritto in una circonferenza, i piedi
delle perpendicolari condotte da un punto della circonfe-
renza ai lati del triangolo, o ai suoi prolungamenti, sono
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Retta di Simson-Wallace

FIG. 1

allineati e la retta su cui giacciono & detta retta di Simson-
Wallace (Fig. 1).

Nel 1814 Frangois-Joseph Servois (1767-1847) utilizzo la
retta di Simson-Wallace per cercare la soluzione ad una
questione di Geometria pratica: “Prolonger une droite ac-
cessible audela d'un obstacle qui borne la vue, en n'em-
ployant que I'équerre d'arpenteur, et sans faire aucun
chainage” (“Prolungare una retta oltre un ostacolo che
impedisce la vista, impiegando solo il supporto geometri-
co, e senza fare alcun concatenamento”).
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La costruzione di Servois
della retta di Simson-Wallace

Per risolvere il problema relativo al prolungamento di
una retta al di la di un ostacolo che ne delimita la
vista, Servois procede con la seguente costruzione:
presi due punti A e B sulla direzione della refta da
costruire, si determinino i punti L e D in modo tale che
gli angoli [BD e LAD siano reffi: & importante che dal
punto L si possa vedere al di la dell'ostacolo. Da L,
preso come vertice, si cosfruisca |'angolo retto DLF,
con F che giace sul prolungamento di BD e, analoga-
mente, sul prolungamento di AD si defermini il punto
E tale che I'angolo AEF sia reffo. Infine, si defermini
il punto C sulla direzione EF in modo che I'angolo
[CE sia retfo: il punto C cosi frovato giace sul pro-
lungamento del segmento AB, al di o dell’ostacolo
O. Il quadrilatero DEFL, per come & stafo costruito, &
iscrivibile in una circonferenza; cosi [ risulta un punto
sulla circonferenza circoscritta al triangolo DEF. | punti
allineati A, B e C sono i piedi delle perpendicolari
condotte da L ai lati del suddetto triangolo.
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Molte generalizzazioni del teorema di Simson-Wallace
furono studiate nel XIX secolo, in particolare da Jacob
Steiner. Nel 1828-1829 Steiner amplio il teorema di Jean-
Victor Poncelet che riportiamo di seguito: se, da un punto
qualsiasi di una circonferenza circoscritta ad un triango-
lo, si abbassano sotto lo stesso angolo, preso arbitraria-
mente, delle oblique sui tre lati del triangolo, i tre piedi
delle oblique giacciono su una stessa retta (Fig. 2). Stei-
ner aggiunse che le rette ottenute al variare dell’angolo
inviluppano una parabola, il cui fuoco & il punto da cui le
oblique sono tracciate.

/!

Nello stesso lavoro, Steiner propose ancora una genera-
lizzazione della retta di Simson-Wallace ad una conica
qualsiasi (piuttosto che ad una circonferenza) circo-
scritta ad un triangolo dato, ottenendo il seguente ri-
sultato: se, da un qualsiasi punto D di una conica cir-
coscritta ad un triangolo dato ABC, si tracciano, sui lati
del triangolo, le oblique rispettivamente parallele ai dia-
metri che passano per i punti medi dei lati, i loro piedi
appartengono ad una stessa retta (Fig. 3). Pud essere
interessante in laboratorio la comprensione che si tratta
effettivamente di una generalizzazione.

Un’altra generalizzazione, contenuta negli Annali di
Gergonne e dovuta probabilmente a Gergonne stesso,
e: se, da un punto di una circonferenza concentrica a
quella circoscritta ad un triangolo, si tracciano le per-
pendicolari ai lati del triangolo e si congiungono i tre
piedi, il triangolo che si forma ha area costante (Fig. 4).
L'analogo, relativo ad un poligono regolare, proposto da
Simon Antoine Jean Lhuilier, e: se da un punto qualun-
que di una circonferenza concentrica con un dato poli-
gono regolare si abbassano le perpendicolari sui lati di
questo, I'area del poligono che ha i vertici nei piedi delle
perpendicolari & costante (Fig. b).

Nel 1895, John Edward Aloysius Steggall, i cui interessi
erano rivolti alla Geometria del triangolo, forni la costru-
zione della retta di Simson-Wallace di un poligono. Per

FIG. 2
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FIG. 5

definirla geometricamente, si puo partire dalla costru-
zione della retta di Simson-Wallace relativa ad un qua-
drilatero inscrivibile in una circonferenza: si prenda un
punto P sulla circonferenza circoscritta e si considerino
i quattro triangoli ottenuti tralasciando di volta in volta
uno dei quattro vertici del quadrilatero. Per ognuno di

FIG. 3
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essi si determinino le relative rette di Simson-Wallace e
su queste si traccino le perpendicolari a partire dal punto
P: siverifica che i piedi delle perpendicolari sono allineati
e la retta che li contiene viene definita come la retta di
Simson-Wallace del quadrilatero di partenza (Fig. 6).

Volendo generalizzare, si consideri un poligono di n lati
inscritto in una circonferenza e un punto P sulla circonfe-
renza stessa. Per costruire la retta di Simson-Wallace del
poligono, si omette di volta in volta uno dei vertici e per
ciascuno degli n poligoni di n-1 lati ottenuti si costruisce
la relativa retta di Simson-Wallace applicando un proce-
dimento di tipo ricorsivo. Come prima, i piedi delle per-
pendicolari condotte da P alle n rette di Simson-Wallace
appartengono tutti ad una stessa retta, la retta di Simson-
Wallace del poligono.

La retta di Simson-Wallace e il quadrilatero completo

Nel percorso proposto, Yaglom illustra una serie di teo-
remi caratteristici della Geometria elementare classica,
dove per classica intende facente parte della Geometria
sviluppatasi nell'Ottocento. La scienza dei triangoli e
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delle circonferenze — spiega infatti I'autore — fu fondata
proprio nel XIX secolo, I'eta d'oro della Geometria ele-
mentare.

Premettiamo la definizione di quadrilatero completo, che
e quella figura piana individuata da quattro punti, a tre a
tre non allineati, e dalle sei rette che li congiungono a due
a due (Fig. 7).

FIG. 7

Yaglom considera un quadrilatero A (che non sia un trape-
zolde) i cui lati siano dati dalle rette r,, 1,, ,, r, (Fig. 7), che,
prese a tre a tre, formano i quattro triangoli T, T,, T,, T,,
e fornisce una serie di proprieta (facilmente verificabili se
si eseguono le costruzioni mediante un software di Geo-
metria dinamica, ma dimostrabili pure con poche nozioni
di Geometria euclidea): gli ortocentri dei quattro triangoli
giacciono su una retta s (detta da Yaglom retta di Steiner
di A), i punti medi delle diagonali di A e il punto medio
del segmento che congiunge i punti di intersezione delle
coppie di lati opposti giacciono sulla retta g (detta retta
di Gauss di A); si ha poi che s e g sono sempre perpendi-
colari tra di loro (Fig. 8).

FIG. 8
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Inoltre, le circonferenze circoscritte ai quattro triangoli
T si intersecano in un punto comune F' (detto punto di
Clifford di A); i piedi delle perpendicolari tracciate da F
sui lati di A giacciono su una retta w (detta da Yaglom
retta di Wallis), la retta di Simson-Wallace di ciascuno dei
quattro triangoli considerati, che viene anche chiamata
retta pedale del quadrilatero A (Fig. 9). Si vuole puntua-
lizzare che in un quadrilatero la retta di Simson-Wallace
e la retta pedale derivano da due diverse costruzioni, a
differenza di cid che accade nel triangolo. In piu, anche i
cerchi dei nove punti relativi ai triangoli T’ si intersecano
in un punto E (chiamato da Yaglom punto di Eulero).

FIG. @

Il cerchio di Feuerbach

Il cerchio di nove punti, noto anche come cerchio di
Eulero o cerchio di Feverbach dal nome del suo sco-
pritore Karl Wilhelm Feuerbach, passa per nove punti
notevoli di un triangolo: i punti medi dei lafi, i piedi
delle altezze e i punti medi dei segmenti che congiun-
gono i vertici del triangolo all’'ortocentro.




La retta pedale del quadrilatero A & parallela alla retta
degli ortocentri s e, di conseguenza, perpendicolare alla
retta g per i punti medi delle diagonali. Inoltre i centri C,
delle quattro circonferenze circoscritte ai triangoli T, che
s'intersecano nel punto F, appartengono ad una stessa
circonferenza, detta la circonferenza dei centri, che passa
anche per F, come si evince dalla Fig. 10.

L’articolata costruzione pud essere ampliata se si parte,
piuttosto che da un quadrilatero, da un pentagono, indi-
cato con [] e di lati I, T, I, T, T, Le cinque quadruple di
linee (tr, 1,1, 1) (r, 1, 1,1) (t,1,1,01) (,1,71,71),(,
I, I, r4), descrivono cinque quadrilateri completi AI,“.,
A5. Le rette di Gauss g, - s dei cinque quadrilateri si
intersecano in un punto G (punto di Gauss di H); ire-
lativi punti di Clifford giacciono su una circonferenza c
(circonferenza di Clifford relativa a []); se poi il pentagono
e inscrivibile in una circonferenza, si possono anche de-
finire altri concetti analoghi. Questa serie di teoremi, che
puo essere estesa ancora di piu, costituisce una parte non
indifferente nei testi di Yaglom relativi alla Geometria ele-
mentare e all'uso in Geometria del principio di induzione.
Ulteriori generalizzazioni possono essere ottenute e sono
state studiate usando l'inversione circolare, sostituendo
le rette con circonferenze passanti per un punto o anche
estendendo il problema a dimensione superiore.

Analogia tra la retta di Simson-Wallace ed il teorema

di Miquel

La costruzione del quadrilatero completo condotta da Ya-
glom s'inserisce in un quadro pit ampio che si pud far
risalire al 1871 e a William Kingdon Clifford e che tracce-
remo sinteticamente.

Il punto d’intersezione F' delle quattro circonferenze che
circoscrivono i triangoli T, il punto di Clifford, & noto
anche come punto di Miquel, in onore di Auguste Miquel

Scuola e dintorni

che nel 1838 dimostro il primo di una serie di dieci teo-
remi proposti da Steiner nel 1827-1828 e di cui si pud ve-
dere una recente interessante dimostrazione completa di
Jean Pierre Ehrmann (2004): “I fuochi di cinque parabole,
ognuna delle quali & tangente a quattro rette (di cinque
assegnate), stanno su di una circonferenza”.

Era gia un teorema noto che la circonferenza che circo-
scrive il triangolo formato da tre rette tangenti ad una
parabola contenga il fuoco F della stessa (Fig. 11). Que-
sto teorema fu dimostrato da Wallace nel 1798 e mostra
che i piedi delle perpendicolari condotte dal fuoco alle tre
tangenti sono allineati e cadono sulla tangente al vertice.
Essa & quindi la retta di Simson-Wallace del triangolo
formato dai punti di intersezione delle tre tangenti alla
parabola, da cui deriva I'attribuzione a Wallace del nome
stesso della retta.

FIG. 11

Se, date quattro rette, si considerano i quattro triangoli
ottenuti tralasciando di volta in volta una delle rette, essi
saranno circoscritti da quattro circonferenze passanti per
il fuoco F della parabola tangente alle quattro rette. Tale
problema, che e sostanzialmente quello del quadrilatero
completo descritto da Yaglom, si pu¢ esprimere chiara-
mente con proprieta elementari derivanti da rette e cir-
conferenze, senza coinvolgere le parabole, e si dimostra
facendo uso della Geometria euclidea classica. E quanto
mostra Clifford nel suo lavoro del 1871, generalizzando
il teorema a un numero qualsiasi di rette. Infatti, se si
hanno cinque rette, togliendone successivamente una, si
ottengono cinque quadrilateri completi e cinque punti di
Clifford che stanno in una stessa circonferenza (secondo
teorema di Steiner); da sei rette togliendone via via una, si
ottengono sei insiemi di cinque rette e quindi sei circon-
ferenze come nel caso precedente: queste circonferenze si
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intersecano in un punto. Ragionando ricorsivamente si ha
il teorema generale: un numero pari di rette, 2n, individua
2n circonferenze che s’intersecano in un punto (per n = 2
si ha la configurazione del quadrilatero completo); invece
un numero dispari di rette, 2n + 1, genera 2n + 1 punti
che giacciono sulla stessa circonferenza (per n = 2 si ha il
primo teorema di Steiner). Si consideri la definizione della
retta di Simson-Wallace (che Clifford enuncia). Questa co-
struzione, nel quadro di riferimento del teorema di Miquel,
nel caso 2n + 1 con n = 2, viene cosi generalizzata da
Clifford: se da un punto P della circonferenza contenente
i cinque punti, generatisi dalle cinque rette, si conducono
le perpendicolari ad esse, i relativi piedi appartengono ad
una stessa conica passante anche per P (Fig. 12).

FIG. 12

Nel teorema precedente, nel caso n = 3, invece di una
conica si ottiene una cubica che ha P come punto doppio.
E da precisare che gran parte delle costruzioni proposte
sinora si ritrova anche in quelle presentate da Steiner nei
lavori del 1827-28 e del 1828-29. In particolare, in quest'ul-
timo, il matematico espose diversi teoremi riguardanti la
Geometria dei triangoli e delle coniche e articolate costru-
zioni sui quadrilateri completi che sarebbe interessante
esaminare dal nostro punto di vista laboratoriale.

La retta di Simson-Wallace e le ipocicloidi

Ricordiamo che la classe di una curva algebrica € data
dal numero di tangenti che da un punto generico si pos-
sono tracciare alla curva. Quindi per esempio una conica
€ una curva di seconda classe. Nel 1857 Steiner descrisse
I'inviluppo della retta di Simson-Wallace relativa ad un
triangolo (Fig. 13), mostrando che questa &€ una curva di
quarto ordine e di terza classe (nota anche come quartica
di Steiner), ossia una ipocicloide tricuspide.
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L'ipocicloide tricuspide

L'ipocicloide si definisce, in modo classico, come la
curva piana generata da un punto su una circonfe-
renza che rofola all'interno di un‘alira circonferenza.
Se il raggio r della circonferenza mobile & 1/3 (o,
che & equivalente, 2/3) del raggio R della circonfe-
renza fissa, la curva & l'ipocicloide tricuspide. In ge-
nerale, se la circonferenza piv piccola ha raggio re
la piv grande ha raggio R = kr, dove k & un infero,
allora la curva che si forma & chiusa ed ha k cuspidi.

In realta si deve al matematico italiano Luigi Cremona la
prova nel 1864 dell’equivalenza della quartica di Steiner
con l'ipocicloide tricuspide attraverso un metodo pura-
mente geometrico.

/|
i

ir
-'...-Jrl,"l
".-".-'.-.l [N

NN

A
. )
F
F
rar
i

Ty
L

Alcune proprieta di questa curva sono molto interessanti.
L'ipocicloide tricuspide circoscrive il cerchio di nove
punti (Fig. 14) relativo al triangolo che genera la retta di



Simson-Wallace. Il raggio della circonferenza circoscritta
al triangolo e doppio del raggio del cerchio di nove punti;
inoltre, quest'ultimo & concentrico con la circonferenza
che passa per le tre cuspidi dell'ipocicloide.

Un risultato notevole del lavoro di Steggall sopra menzio-
nato & che l'inviluppo della retta di Simson-Wallace rela-
tiva ad un quadrato (Fig. 15) & una ipocicloide a quattro
cuspidi (anche detta astroide).
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FIG. 15
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Steggall generalizzo il risultato precedente mostrando che
I'inviluppo della retta di Simson-Wallace relativa ad un
qualsiasi poligono regolare di n lati (Fig. 16) & una ipoci-
cloide ad n cuspidi, procedimento esaminato in dettaglio
nel 1919 da David Francis Barrow.
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FIG. 16

Per concludere, qualche osservazione. I vantaggi della
trattazione di un tema di Geometria elementare — cosl
come affrontato da Yaglom e qui ampliato — facendo
uso di software di Geometria dinamica sono propri
della comunicazione scientifica rivolta agli insegnanti.
Non si puo scindere infatti tale tipo di comunicazione
dalla formazione dell'insegnante e dalla didattica, per-
ché attraverso di essa si elaborano metodologie e pra-
tiche che si vogliono poi trasmettere. Nell'ambito della
divulgazione di argomenti matematici in modalita labo-
ratoriale, le costruzioni geometriche qui presentate non
seguono la successione curriculare a cui normalmente
ci si attiene, ma ripercorrono il filone storico centrato
sulla retta di Simson-Wallace e le sue applicazioni. Inol-
tre la lettura e lo studio di problemi di grandi mate-
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matici diventano piu evidenti ed intuitivi: costruzioni
come quelle descritte da Steiner, ad esempio, risultano
piu facili da capire.

Al giorno d’oggi I'avvento di software di Geometria di-
namica ha nuovamente cambiato, almeno in parte, il
ruolo ed i contenuti della Geometria elementare. At-
tualmente, ad esempio, molti programmi dei corsi di
Matematiche Complementari si occupano di temi di
Geometria elementare e gioca un ruolo chiave la possi-
bilita di eseguire le costruzioni geometriche utilizzando
come strumento un software di Geometria dinamica,
mediante un approccio laboratoriale operativo ed in-
terattivo. In questo quadro di riferimento, pud assu-
mere un altro significato la rilettura di testi classici di
grandi matematici, quali Steiner, Cremona o Clifford,
se costruzioni, teoremi e proprieta vengono riformu-
lati mediante un software dinamico in un contesto la-
boratoriale. In questo senso e in questa direzione, la
Geometria elementare assume una valenza forse piu
pedagogica (e culturale in senso lato) che scientifica
in senso stretto e gli obiettivi a cui si pud giungere
nel riproporla possono essere sintetizzati nel consegui-
mento, da parte degli studenti, di una piu profonda e
consapevole conoscenza dei concetti matematici im-
plicati nelle costruzioni, nello stimolare la memoria,
I'immaginazione, 'analisi e la capacita di confronto,
nell’aiutare lo sviluppo del pensiero logico. A questo
proposito, possiamo riprendere quanto detto da Renato
Betti (2007): “Certamente, nell'educazione matematica
moderna, si sta perdendo il senso geometrico delle fi-
gure e dello spazio che occupano. Per recuperarlo sa-
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rebbe utile senz’altro recuperare la coscienza che gli
oggetti della Geometria sono, o sono stati, forme spa-
ziali, da considerare per il loro aspetto. Il calcolo e la
deduzione, gli strumenti dell’Analisi e dell’Algebra,
sono un potente metodo d’indagine per numerosi feno-
meni della Matematica, ma la visione sintetica legata
alla percezione immediata (e anche il senso estetico) &
all'origine di quella parte della Matematica che indaga
le forme dello spazio. Questa rappresenta ancora oggi
un potente metodo di conoscenza e una fonte di mate-
riale educativo”.

Anche la trattazione storica puo fornire spunti utili per la
formazione dei docenti ed eventualmente per la realizza-
zione di attivita didattiche incentrate su un tema di Ge-
ometria elementare. Inoltre, da un punto di vista stretta-
mente storiografico, a nostro avviso manca una tratta-
zione storicamente fondata di tutta una serie di proble-
matiche, tra cui quelle di cui qui abbiamo parlato, che,
pur essendo elementari, hanno giocato un ruolo non in-
differente nella formazione di matematici di primo piano
e hanno anche avuto frequenti intersezioni con ambiti di
ricerca piu avanzata. Una “buona” Matematica elemen-
tare dovrebbe avere, a nostro avviso, anche la caratteri-
stica di significativi contatti con la ricerca attiva. Per
molti spunti relativi alla ricerca attuale che si innesta
sulle problematiche elementari di cui abbiamo parlato, si
puo consultare il lavoro di Longuet-Higgins citato in bi-
bliografia. Per una piu vasta prospettiva nella direzione
dei legami tra Matematica elementare e ricerca rinviamo
al sito del progetto Klein (http://blog.kleinproject.org/)
cui anche I'U.M.I. da il suo sostegno. [ |
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