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Politecnico di Milano   - 

Le due discipline,  
modellistica matematica  
e data science,  
agiscono sinergicamente  
alimentandosi e  
complementandosi  
a vicenda

Modelli e  Data Science - il Giusto Binomio
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IMatematica & Sport
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Big Data & AI - Trattare con cura 

�4

What
is

this?
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Big Data…

52% 18 86% 78 17

48% 14 84% 72 8

POSSESSO TIRI PASSAGGI AZIONI CROSS GOAL
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Campionato del Mondo di Calcio, Brasile 2014
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…is not always Big Information

52% 18 86% 78 17 1

48% 14 84% 72 8 7
POSSESSO TIRI PASSAGGI AZIONI CROSS GOAL

BRASILE

GERMANIA
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moving from

BIG DATA

to

SMART DATA



THE INNOVATION  PERFORMANCE OPTIMIZATION

Modelli e Functional Data Analysis per l’ottimizzazione del gesto tecnico POLIMI 
Milano, 18 January 2019



   Serves simulation ▪ Low velocity 
▪ High velocity

Mean height  
over net: 

0.42 m

Modelli e Functional Data Analysis per l’ottimizzazione del gesto tecnico POLIMI 
Milano, 18 January 2019



23% POINTS ON 
SERVE

Modelli e Functional Data Analysis per l’ottimizzazione del gesto tecnico POLIMI 
Milano, 18 January 2019



Modelli e Functional Data Analysis per l’ottimizzazione del gesto tecnico POLIMI 
Milano, 18 January 2019
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RICERCA DELLE RELAZIONI
CAUSA-EFFETTO

EFFETTIEFFETTI

CAUSE
Chi?
Dove?
Quando?
Come?

CAUSE
Chi?
Dove?
Quando?
Come?
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Title

�14

BIG DATA

INTERPRETAREDESCRIVERE
Modello il fenomenoReport

Valuto risultati

Cerco le cause

Visualizzo gli effetti

Sintetizzo

…& DATA become SMART
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Simulation

�15
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Nuotatori reali e virtuali... (N.Parolini,  A.Veneziani)



Emilia (IT) earthquake
29.05.2012, MW 6.0

Courtesy of G. Penna
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Emilia earthquake, 29.05.2012, MW 6.0

!18



Modelli matematici 
per la funzione 

cardiaca
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Oltre le Immagini Cliniche (RX, TAC, MRI)

Per una Migliore Comprensione della Fisiologia

Analisi di Scenari di Patologie Cardiache

Pianificazione Terapeutica e Chirurgica

MATH MATTERS
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Cardiac Electrical Activity

• The electrical signal starts in the sino-atrial node, where pacemaker cells auto-regulate 
their electrical activity. The excitation spreads through the atria which contract and push 
the blood to the ventricles. 

• The signal reaches the atrio-ventricular node after about 120 ms. 

• • In 40 ms the signal reaches the Purkinje fibers  
• where it travels at  2 m/s. These cells run  
• throughout the myocardium and connect with the  
• endocardium, but are electrically isolated.  
•
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“Computational Thinking” -  The core cardiac models and their coupling 

Aorta &
Systemic

circulation

Left
Atrium

Aortic
Valve

Mitral
Valve

Fluid
Dynamics

Active &
Passive

Mechanics

Mechanical
Activation

Electric
Potential

Ionic
Activity

deformation

strains

stresses

active 
strain

potential
ionic

currents

[Ca2+]

stresses

stresses stresses

deformation rate 
& velocity

deformation rate 
& velocity

deformation rate 
& velocity
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The problem

RIGHT  
VENTRICLE

RIGHT ATRIUM

PULMONARY 
CIRCULATION

D
e-

ox
yg

en
at

ed
 b

lo
od

O
xy

ge
na

te
d 
 

bl
oo

d

LEFT ATRIUM

SYSTEMIC  
CIRCULATION

(4) 
FLUID 

DYNAMICS

dS

(6)

LEFT VENTRICLE

(6b)  
MITRAL VALVE 

DYNAMICS

(2) 
MECHANICAL 

DEFORMATION

(6a)  
AORTIC VALVE 

DYNAMICS

(1)   
ELECTRO-

PHYSIOLOGY

(3)  MICRO-
SCOPIC FORCE 
GENERATION

( �r · �S = 0

�S = �S(F(dS),FA(�f ))

�̇f = gA(�f , c,dS)

(2)

(1)
(3)

(4)

(5)

�f

uF = ḋV

�Fn = �V n

c

uF = ḋS �Fn = �Sn

8
>>><

>>>:

cm@tv + Iion(v,w, c)�r · (Dir(v + ue)) = 0

�r · (Dirv)�r · ((Di +De)rue) = Ieapp

ẇ = Rw(v,w, c) ċ = Rc(v,w, c),

8
><

>:

⇢F (@t,ALEuF + (uF � vF ) ·ruF )

�r · �F (uF , pF ) = 0

r · uF = 0

⇢V d̈AV = gAV (ḋAV ,dAV ,uF , pF ) ⇢V d̈MV = gMV (ḋMV ,dMV ,uF , pF )

( �r · �S = 0

�S = �S(F(dS),FA(�f ))

⇢S @ttdS



Politecnico di MilanoAlfio Quarteroni

Electrophysiology on Left Atrium

Isogeometric Analysis (IGA) for the Monodomain equation: propagation of 
transmembrane potential on human left atrium (LA)

IGA with high order continuous NURBS basis 
functions on the LA surface controls grid dispersion 

fibers

potential fronts for 
different meshes

Mitchell-Scheffer 
model

[A.Patelli, L.Dede’, T.Lassila, A.Bartezzaghi and A.Q., CMAME 2017]
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Simulating Atrial Tachycardia

�26

Eight re-entry induced by S1-S2 stimulation on the LA in a more realistic case

S1
S2

[S. Fresca, MOX, Politecnico di Milano]

(Ectopic stimulation at Pulmonary Veins)
(Physiological stimulation from RA)

Transmembrane potential - mV
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Atrioventricular flow (left heart)

�27
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Un tentativo di portare i modelli nella Scuola

�28

Alfio Quarteroni   Paola Gervasio 
I delfini delle Eolie, 
i battiti del cuore,  
i motori di ricerca
Modelli matematici 
per comprendere, 
simulare, esplorare 

1
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4 aspetti caratterizzanti

�29

La potenza della matematica

2
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3
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Pervasività

5

Modelli matematici per a↵rontare e risolvere problemi nei campi più svariati:

come garantire la sopravvivenza di una specie?
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Pervasività

6

Modelli matematici per a↵rontare e risolvere problemi nei campi più svariati:

come si comporteranno i mercati finanziari?
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Pervasività

7

Modelli matematici per a↵rontare e risolvere problemi nei campi più svariati:

è possibile prevedere come si propagano le epidemie?
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8
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Fruibilità

9

Laboratorio virtuale (a basso costo)
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Fruibilità

10

Non invasiva
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Fruibilità

11

Non distruttiva
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Fruibilità

12

Scenari virtuali
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13



EPFL Lausanne & Politecnico di MilanoAlfio Quarteroni

Polimorfismo (= Sintesi)

�40

Polimorfismo

14

Un modello (Poisson) ! tante applicazioni

quanto è isolato termicamente un edificio e come si trasmette
il calore attraverso le sue pareti?
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Polimorfismo

16

Un modello (Poisson) ! tante applicazioni

come si di↵onde una sostanza solubile in un liquido?
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Polimorfismo

17

Un modello (Navier-Stokes) ! tante applicazioni

il moto di due fluidi con densità diversa come acqua e petrolio
greggio
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Scalabilità

22

Un problema ! tanti modelli
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Matematica: Una Disciplina Funzionale ad Altre

�45

Nel libro proponiamo una piccola rivoluzione a livello di contenuti,

dove matematica e computer science trovano un matrimonio
di interessi

PROBLEMA FISICO

x
f

SOLUZIONE

COMPUTAZIONALE

x
c

MODELLO MATEMATICO

x
m

MODELLO NUMERICO

xn

PROGRAMMI

22
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Contenuti

�46

Indice

1. Warm-up sui modelli

2. Giusto per cominciare

2.1 Quando non conosciamo la soluzione del modello matematico

2.2 Vettori e matrici per gestire la complessità

3. Facciamo i conti con il computer

4. Un surfer virtuale per navigare in rete

5. Una rete di capillari

6. Prede e predatori nel mare della matematica

7. Take home message

8. Esercizi proposti con svolgimento

26
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Warm Up per Tutte le Classi (3^-4^-5^)

�47
23

Due semplici problemi iniziali, importanti per la loro valenza, al fine

di far emergere i contenuti

PROBLEMA

REALE

Quante ragazze
hanno altezza

compresa
tra 145 e 150 cm?

formula di 
quadratura del 

punto medio

metodo di Cramer

metodo
di eliminazione

di Gauss

MODELLO

MATEMATICO

SOLUZIONE

NUMERICA

MODELLO

NUMERICO

calcolo dell’area 
di un trapezoide

sistema lineare
Ax = b

modellistica

matematica

Quante app
sono state scaricate

dal web?
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Per Chi Vuole Programmare (non Obbligatorio)

�48
24

Un capitolo dedicato alla programmazione in Octave

programmare

con Octave

computer

e numeri

numeri

floating point

errori di

arrotondamento

costrutti

fondamentali

elementi

di grafica

function

e script

vettori e

matrici

funzioni e loro 

rappresentazione

operazioni e

variabili
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Adesso  Cimentiamoci

�49
25

Tre capitoli per valorizzare i

contenuti su 3 classi di

applicazioni rilevanti molto

diverse fra loro



EPFL Lausanne & Politecnico di MilanoAlfio Quarteroni

Entrando in Dettaglio

�50

Capitolo 4 – Un surfer virtuale per navigare in rete

Il Web

Come fa Google
ad ordinare
le pagine di una
ricerca in rete?

Le pagine web

ordinate

secondo la loro

rilevanza

Il grafo e la ma-
trice di Google.
Il sistema di
PageRank

p = Gp

Una procedura 

iterativa per 
calcolare i 
PageRank delle

pagine

PROBLEMA

REALE

MODELLO

MATEMATICO

SOLUZIONE

NUMERICA

MODELLI

NUMERICI

Classe: dalla 3
a in poi
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Capitolo 5 -  Una rete di capillari

�51

Quanto scorre
veloce il sangue
nei capillari?

fisiologia

la legge di Poiseuille
e la velocità media

il sistema lineare delle
equazioni di bilancio

modelli

gli strumenti
matematici

Le equazioni
di bilancio
delle portate

Il sistema lineare

I grafi

Il cuore e
la pressione

Un letto capillare
complesso

Il modello per
un capillare

Il modello per una rete
di capillari

Il problema reale

Il sangue e
la viscosita‘

La mappa concettuale
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Capitolo 6 - Prede e Predatori nel Mare della Matematica

�52
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Capitolo 5 - Il sangue: né troppo veloce, né troppo lento

�53

Problema. Da cosa è regolato il flusso del sangue nei capillari? Siamo in
grado di descrivere a quale velocità scorre il sangue in un letto capillare?
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 L’analisi del problema reale

�54

I battiti del cuore
Si fa presto a dire sangue
Fluidi newtoniani e non-newtoniani
La viscosità

La pressione sanguigna

La complessità del problema è molto elevata!
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Semplificare per modellare

�55

Nonostante le semplificazioni ci allontanino dalla realtà nella sua com-
pletezza, esse ci consentono comunque di fornire una rappresentazione ac-
cettabile del fenomeno che vogliamo analizzare.

Il moto laminare di un fluido viscoso in un condotto cilindrico

A �V

L

p1

p2

Ac

r

Portata
+ Legge di Poiseuille
+ velocità media
= Modello per un capillare

8
>><

>>:

Dati : r , L, p1, p2, µ

Modello : v =
(p1 � p2)r2

8µ · L
Soluzione : v velocità media nel capillare
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Risaliamo la china: un piccolo letto capillare

�56

letto capillare

arteriola venula

L’astrazione: dal letto capillare al grafo

1

2

3

4

5

6

C23

La matrice di connessione del grafo

G =

2

6666664

0 0.3 0 0 0 0
0.3 0 0.3 0.4 0 0
0 0.3 0 0.5 0.4 0
0 0.4 0.5 0 0.3 0
0 0 0.4 0.3 0 0.3
0 0 0 0 0.3 0

3

7777775

1

2

3

4

5

6

0.4

0.30.5

0.3
0.3

0.4

0.3
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Un sistema lineare

�57

Per calcolare le velocità servono le pressioni

Per calcolare le pressioni servono le equazioni di bilancio

Un sistema di equazioni di bilancio

1

3

4

2

p2 = 38

p3 = 37

p4 = 36

p1 = 40

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

p1 = pa (nodo 1)

�
1

L21
p1 +

✓
1

L21
+

1

L23
+

1

L24

◆
p2 �

1

L23
p3 �

1

L24
p4 = 0 (nodo 2)

�
1

L32
p2 +

✓
1

L32
+

1

L34
+

1

L35

◆
p3 �

1

L34
p4 �

1

L35
p5 = 0 (nodo 3)

�
1

L42
p2 �

1

L43
p3 +

✓
1

L42
+

1

L43
+

1

L45

◆
p4 �

1

L45
p5 = 0 (nodo 4)

�
1

L53
p3 �

1

L54
p4 +

✓
1

L53
+

1

L54
+

1

L56

◆
p5 �

1

L56
p6 = 0 (nodo 5)

p6 = pv (nodo 6)

, Ap = b

Dati : matrice G del grafo, pressione nell’arteriola e nella venula
Modello : il sistema lineare Ap = b
Soluzione : il vettore p delle pressioni nei nodi del grafo
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Dal modello alla soluzione

�58

Un algoritmo per costruire la matrice A del sistema lineare

Il Metodo di Eliminazione di Gauss per risolvere il sistema lineare
(! Capitolo 2)

L’ausilio di Octave per svolgere i conti su un computer e
rappresentare le soluzioni numeriche ottenute
(! Capitolo 3 per approfondimenti)
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Un problema piu’ realistico

�59

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26 271

arteriola

letto capillare

venula

Grafo ! pressioni ! portate ! velocità

venula
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Indice del Libro

�60

Indice

1. Warm-up sui modelli

2. Giusto per cominciare

2.1 Quando non conosciamo la soluzione del modello matematico

2.2 Vettori e matrici per gestire la complessità

3. Facciamo i conti con il computer

4. Un surfer virtuale per navigare in rete

5. Una rete di capillari

6. Prede e predatori nel mare della matematica

7. Take home message

8. Esercizi proposti con svolgimento
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Cap 4 Surfing nella Rete

�61

Nati il 9 settembre ..........
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Nati il 9 settembre ..........

Luigi Galvani (1737)
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Nati il 9 settembre ..........

Luigi Galvani (1737)

L’anatomia
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Nati il 9 settembre � · · · � Leonardo da Vinci

Problema. Come fa Google a rispondere cos̀ı velocemente alle nostre richi-
este? E, soprattutto, come fa a trovare le pagine pertinenti alle parole chiave
che abbiamo digitato e ad ordinarle?
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Capiamo il problema

Il Web è come un enorme libro

scansione del web

indicizzazione dei contenuti

ordinamento delle pagine

ad ogni pagina web P è associato un numero reale xP che dipende da

tanti fattori, uno di essi è il PageRank

Il PageRank di una pagina è un numero reale compreso tra 0 e 1

che esprime la probabilità che un utente qualsiasi che naviga sul Web

arrivi casualmente a visitare proprio quella pagina

ordinando i numeri xP , otteniamo l’ordine delle pagine

Come si calcolano i PageRank delle pagine Web?
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Semplificare per modellizzare

Page 2Page 1

Page 4Page 3

Una rete di 4 pagine web

nodo = pagina

Nodo 1

Nodo 4Nodo 3

Nodo 2

Il grafo orientato associato

A =

2

664

0 0 1 0

1 0 1 0

1 0 0 0

0 1 1 0

3

775 , aij =

⇢
1 se 9 link j ! i ,

0 altrimenti.

La matrice di

connessione del

grafo

Come possiamo modellizzare i movimenti di un surfer virtuale?
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La probabilità di cliccare su un link

A non è adatta a simulare gli spostamenti di un surfer virtuale

Nodo 1

Nodo 4Nodo 3

Nodo 2A=matrice del grafo H=matrice di hyperlink

A =

2

64

0 0 1 0

1 0 1 0

1 0 0 0

0 1 1 0

3

75 H =

2

64

0 0 1/3 0

1/2 0 1/3 0

1/2 0 0 0

0 1 1/3 0

3

75

Lj = numero di link che escono

dal nodo j

2 1 3 0

" " " "
L1 L2 L3 L4

hij =

⇢
1/Lj se Lj 6= 0 ed 9 link j ! i ,

0 altrimenti.

hij rappresenta la probabilità di muoversi dalla pagina j alla pagina i

Problema: e se il surfer finisce sul nodo 4? (Il nodo 4 è un buco nero!)
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Se finite in un buco nero, una via d’uscita c’è (S. Hawking)

Nodo 1

Nodo 4Nodo 3

Nodo 2

La via d’uscita: quando capitiamo su una pagina

senza link, inseriamo una nuova richiesta in Google

oppure digitiamo un nuovo indirizzo e...

ricominciamo a navigare.

H=matrice di hyperlink S=seconda matrice di hyperlink

H =

2

664

0 0 1/3 0

1/2 0 1/3 0

1/2 0 0 0

0 1 1/3 0

3

775 S =

2

664

0 0 1/3 1/4
1/2 0 1/3 1/4
1/2 0 0 1/4
0 1 1/3 1/4

3

775

sij rappresenta la probabilità di spostarsi dal nodo j al nodo i seguendo il

link (se esiste), o iniziando una nuova ricerca (se si cade in un buco nero)
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La possibilità di cambiare strada

Si introduce ↵ 2 [0, 1) e si definisce G : gij = ↵sij +
1� ↵

N

G è la matrice di Google (Brin & Page – 1998)

L’elemento gij della matrice G

esprime la probabilità che un utente,

che già si trova sulla pagina j della

rete, si sposti dalla pagina j alla

pagina i (seguendo i link o iniziando

nuove ricerche ogni volta che vuole)

Page 2

Page 1

g12

pi = PageRank della pagina i

rappresenta la probabilità che un

utente qualsiasi che naviga sul Web

arrivi casualmente a visitare proprio

quella pagina.

Page 1

p1
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Il modello matematico

Grazie alla Teoria della probabilità:

p1 = g11p1 + g12p2 + g13p3 + g14p4

Il PageRank della pagina 1 dipende dal

PageRank di tutte le pagine della rete

Nodo 1

Nodo 4Nodo 3

Nodo 2

8
>><

>>:

p1 = g11p1 + g12p2 + g13p3 + g14p4

p2 = g21p1 + g22p2 + g23p3 + g24p4

p3 = g31p1 + g32p2 + g33p3 + g34p4

p4 = g41p1 + g42p2 + g43p3 + g44p4,

, p = Gp

Dati : la matrice del grafo

Modello : p = Gp
Soluzione : il vettore p dei PageRank
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Il modello numerico

Per risolvere p = Gp
utilizziamo un

metodo iterativo:

dato p(0),
for k = 1, 2, 3, . . . do

calcolare p(k) = Gp(k�1)

end

Quando ci fermiamo? 
Quando facciamo il frullato è sufficiente guardare (o assaggiare)
Qui ci aiuta la matematica con il test d’arresto (sostituisce i sensi)
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Ci siamo
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La soluzione numerica

Dopo 6 iterazioni troviamo

pagina PageRank posizione in

graduatoria

1 0.17406 4

2 0.24799 2

3 0.19324 3

4 0.38472 1

Page 2Page 1

Page 4Page 3

... ed ora

possiamo risalire la china, tenendo presente che nel Web ci sono

almeno 20 miliardi di pagine, che il PageRank non è l’unico fattore

tenuto in considerazione per ordinare le pagine, che....
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Tiriamo le Fila
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Che cosa abbiamo imparato

Modelli e strumenti matematici

1. Il Web può essere modellizzato con un grafo orientato;

2. le informazioni di un grafo orientato (numero di nodi e archi) sono

memorizzabili nella matrice di connessione del grafo;

3. il modello matematico che descrive gli spostamenti del surfer

virtuale sul Web è il sistema di equazioni p = Gp, dove p è il vettore

incognito dei PageRank di tutte le pagine della rete, mentre G è la

matrice di Google associata alla rete.

Metodi numerici

1. Il metodo numerico adottato per risolvere l’equazione vettoriale

p = Gp è una procedura iterativa;

2. per fermare la procedura iterativa dobbiamo utilizzare un test

d’arresto.
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Mettiamoci al Lavoro

�74

Esercizi (completi di svolgimento)

Esercizio 1. Costruire il grafo orientato e la relativa matrice di

connessione associati alla seguente rete:

Page 2Page 1 Page 3

Page 5Page 4 Page 6

Esercizio 2. Calcolare i PageRank delle pagine della rete dell’Esercizio 1

e, di conseguenza, ordinare le pagine della rete in funzione del loro

PageRank (da PageRank maggiore a PageRank minore).

....
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GRAZIE


